ŢĂŘĂŁŠĚŘĹŚŠĹŮĚŚŁĹĚ ŁŃĂŚŚŻ ĎŃ§ ŊĂŮĹŊĂđŹĹŢ (Ă. Śłőŕěŋłőć)

Ććěďěŋĺě

Šěőřĺ£ ŕřěŕ£šśšćĺľ £ćń£ěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ ůăśšĳ¿ ăńčěąřăĺůśłőľ šőŕőńőčĺĺ ĺ ĺňěěš ňŋőčőůĺśńěŋŋżě ŕřĺňěŋěŋĺ£ ğă ěě ŕřěďěńăňĺ. Ă řăğ šăł, őśŋőćŋżě ĺďěĺ ¡šőľ šěőřĺĺ ŋăćěřŋ£łă ňőęŋő ďőśšşŕŋő ĺğńőęĺšĳ ůěńőćěłş, ŋě ĺňě¿źěňş śŕěűĺăńĳŋżţ ŕőğŋăŋĺľ ć šőŕőńőčĺĺ. Ł śőęăńěŋĺ¿, ć śşźěśšćş¿źĺţ ĺğńőęěŋĺ£ţ šěőřĺ£ ŕřěŕ£šśšćĺľ ŕő£ćń£ěšś£ łăł řăğďěń ăńčěąřăĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ, ă ĺğşůěŋĺě ŕőśńěďŋěľ śőśšőĺš ĺğ ďńĺšěńĳŋőčő őśćőěŋĺ£ ŋěňőšĺćĺřőćăŋŋżţ ăąśšřăłšŋżţ ŕőŋ£šĺľ ĺ šěőřĺľ. Ŋăśšő£źă£ ęě ğăňěšłă, ŋăŕřőšĺć, ŕőść£źěŋă ĺğńőęěŋĺ¿ ĺďěľ šěőřĺĺ ŕřěŕ£šśšćĺľ ŋă ŕřőśšěľÿĺţ ůăśšŋżţ śńşůă£ţ. Őŋă ŕřěďŋăğŋăůěŋă ć ŕěřćş¿ őůěřěďĳ ďń£ ůĺšăšěńěľ, ŋě ćńăďě¿źĺňĺ šőŕőńőčĺěľ, ŋő ňż śňěěň ŋăďě£šĳś£, ůšő őŋă ąşďěš ĺŋšěřěśŋă ĺ śŕěűĺăńĺśšăň.

Ć ÿłőńĳŋżţ (ć ůăśšŋőśšĺ, őńĺňŕĺăďŋżţ) ğăďăůăţ ŋěćőğňőęŋőśšĳ ŕřőďěńăšĳ ŋěłőšőřş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ůăśšő ďőłăğżćăěšś£ ŕşšěň ŕőśšřőěŋĺ£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ŕřěŕ£šśšćĺ£, ĺńĺ ĺŋćăřĺăŋšă (ŋăŕřĺňěř, ĺğ śőőąřăęěŋĺľ ůěšŋőśšĺ). Šőůŋő šăł ęě ŋě¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ łőŋśšřşłűĺľ ůăśšő ďőłăğżćăěšś£ ŕşšěň ŕőśšřőěŋĺ£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ĺŋćăřĺăŋšă, ĺţ řăğńĺůă- ¿źěčő (¡šőš ĺŋćăřĺăŋš £ćń£ěšś£ ŕřěŕ£šśšćĺěň ł ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ). Ňŋőčĺě ŋěŕőţőęĺě ďřşč ŋă ďřşčă ğăďăůĺ šőŕőńőčĺĺ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ěśšěśšćěŋŋő ŕřĺćőď£š ł ŕőţőęĺň ďřşč ŋă ďřşčă ŕřěŕ£šśšćĺ£ň. Ć ŋăśšő£źěľ ğăňěšłě ¡šőš ŕřőűěśś ŕřőďěňőŋśšřĺřőćăŋ ŋă ŕřĺňěřě ŋăĺąőńěě ŋăčń£ďŋżţ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ğăďăů.

Ďń£ ůšěŋĺ£ §1 ĺ §2 ğăňěšłĺ ďőśšăšőůŋő čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺĺ (ĺśŕőńĳğşěňőě ŕőŋ£- šĺě ďćşňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ŋăŕőňŋěŋő ć łőŋűě ććěďěŋĺ£). Ďń£ ůšěŋĺ£ §3 ĺ §4 ďőśšăšőůŋő ĺŋšşĺšĺćŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ő šřěţňěřŋżţ ĺ ňŋőčőňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺ£ţ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ćśě ŋěőąţőďĺňżě ăńčěąřăĺůěśłĺě őąžěłšż (śő śšřăÿŋżňĺ ŋăğćăŋĺ£ňĺ čřşŕŕż čőňőńőčĺľ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě łńăśśż) ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłă¿š ĺ śšřőčő őŕřěďěń£¿šś£ ć ŕřőűěśśě ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěň. Ňż šăłęě ŕřĺćőďĺň řěğşńĳšăš ćżůĺśńěŋĺ£ ŕřěŕ£šśšćĺľ, ďă¿źĺľ ĺŋšěřěśŋżě čěőňěšřĺůěśłĺě śńěďśšćĺ£ (śăňő ćżůĺśńěŋĺě őśšăěšś£ ůĺšăšěń¿ ć łăůěśšćě ğăďăůĺ, řěÿěŋĺě łőšőřőľ ňőęŋő ŕőďśňőšřěšĳ ć [FuFo89, MiSt65]). Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ňż ŋě šřěąşěň őš ůĺšăšěń£ ğŋăłőňśšćő ś ăńčěąřăĺůěśłĺň ŕőŋ£šĺěň čřşŕŕż, ć šěłśšě ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ ¡šő śńőćő łăł śĺŋőŋĺň śńőćă ’ňŋőęěśšćő’.

Ůăśšĳ ňăšěřĺăńă śťőřňşńĺřőćăŋă ć ćĺďě ğăďăů, őąőğŋăůăěňżţ ęĺřŋżňĺ ůĺśńăňĺ. Ůĺšăšěńĳ šăłęě ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳ ćőśŕőńŋěŋĺě ďěšăńěľ ŋăąřőśłőć ďőłăğăšěńĳśšć łăł ňăšěřĺăń ďń£ śăňőśšő£šěńĳŋőľ řăąőšż. Śńěďşěš ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő ğăďăůĺ ŋě ĺśŕőńĳğş¿šś£ ć őśšăńĳŋőň šěłśšě. Ć ŋěłőšőřżţ ğăďăůăţ ňőčşš ćśšřěšĺšś£ ŋěğŋăłőňżě ćăň šěřňĺŋż; šăłĺě ğăďăůĺ śńěďşěš ŕřőśšő ĺčŋőřĺřőćăšĳ. Őšňěšĺň šăłęě, ůšő ďń£ řěÿěŋĺ£ ğăďăů ďőśšăšőůŋő ŕőŋĺňăŋĺ£ ĺţ ťőřňşńĺřőćőł ĺ ŋě šřěąşěšś£ ŋĺłăłĺţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŕőŋ£šĺľ ĺ šěőřĺľ. Ěśńĺ şśńőćĺě ğăďăůĺ £ćń£ěšś£ ťőřňşńĺřőćłőľ şšćěřęďěŋĺ£, šő ŕőďřăğşňěćăěšś£, ůšő ¡šő şšćěřęďěŋĺě šřěąşěšś£ ďőłăğăšĳ.

Ďń£ ůĺšăšěń£, şęě ğŋăłőňőčő ś ăńčěąřăĺůěśłőľ šőŕőńőčĺěľ őšňěšĺň, ůšő ňż ŋě ĺśŕőńĳğşěň śšăŋďăřšŋş¿ šěřňĺŋőńőčĺ¿ šěőřĺĺ ŕřěŕ£šśšćĺľ šăň, čďě ňż śůĺšăěň, ůšő őŋă ŋěşďőąŋă ďń£ ŋăůĺŋă¿źěčő.

Řĺśşŋőł 0.1 ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő ğďěśĳ Łăęďőě (łőňŕăłšŋőě ść£ğŋőě) ďćşňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě N ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő ĺğ śťěřż, ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ ĺńĺ ąşšżńłĺ Łń£ľŋă (řĺś. 0.1) ŕřĺłńěĺćăŋĺěň g řşůěł ĺ h ďżřőł (řĺś. 0.2). Ğďěśĳ g = g(N) (řőď ňŋőčőőąřăğĺ£ N) ĺ h = h(N) ŋěłőšőřżě ůĺśńă, őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěňżě ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ N. Šřĺăŋčşń£űĺěľ ďćşňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ŋăğżćăěšś£ ěčő řăğąĺěŋĺě ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ, ń¿ążě ďćă ĺğ łőšőřżţ ńĺąő ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, ńĺąő ĺňě¿š őąźş¿ ćěřÿĺŋş, ńĺąő ĺňě¿š őąźş¿ śšőřőŋş. Łőńĺůěśšćă ćěřÿĺŋ, řěąěř ĺ čřăŋěľ šřĺăŋčşń£űĺĺ őąőğŋăůăěšś£ V , E ĺ F , śőšćěšśšćěŋŋő. İľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ďćşňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő χ = V − E + F . İšő ůĺśńő ŋě ğăćĺśĺš őš šřĺăŋčşń£űĺĺ ĺ řăćŋő 2 − 2g, 1 − 2g ĺ −2g ďń£ śťěřż, ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ ĺńĺ ąşšżńłĺ Łń£ľŋă ś g řşůłăňĺ.

Typeset by AMS-TEX 1

1. Őřĺěŋšĺřşěňőśšĳ

Ďćşňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ŋăğżćăěšś£ őřĺěŋšĺřşěňżň, ěśńĺ ňőęŋő ććěśšĺ őřĺěŋšăűĺ¿ (ć őążůŋőň śňżśńě) ŋă ćśěţ šřěşčőńĳŋĺłăţ šřĺăŋčşń£űĺĺ, šăł ůšő őřĺěŋšăűĺĺ śőśěďŋĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć śőčńăśőćăŋż. Őřĺěŋšĺřşěňőśšĳ ŋě ğăćĺśĺš őš šřĺăŋčşń£űĺĺ (łšő ŋě ţőůěš ¡šőčő ďőłăğżćăšĳ, ňőęěš śůĺšăšĳ ůšő ŋĺęě ćěğďě řăśśňăšřĺćă¿šś£ 2-ňŋőčőőąřăğĺ£ ś ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šřĺăŋčşń£űĺěľ).

1. Ńĺśš Ňěąĺşśă ŋěőřĺěŋšĺřşěň.

Ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ňěšőď šěőřĺĺ ŕřěŕ£šśšćĺľ ŋă ŕřĺňěřě ŕőńşůěŋĺ£ łřĺšěřĺ£ őřĺěŋšĺřşěňőśšĺ 2-ňŋőčőőąřăğĺ£. İšőš łřĺšěřĺľ £ćń£ěšś£ ŕő śşšĺ ńĺÿĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćłőľ őŕřěďěńěŋĺ£ őřĺěŋšĺřşěňőśšĺ ŋă ăńčěąřăĺůěśłĺľ £ğżł. Łřőňě šőčő, śşźěśšćşěš ďřşčőľ łřĺšěřĺľ őřĺěŋšĺřşěňőśšĺ (ğăďăůă 3). Ŕő¡šőňş ŕřĺćőďĺňżľ łřĺšěřĺľ şšőńźăěňőśšĺ ćăęěŋ ŋě šőńĳłő śăň ŕő śěąě, ŋő łăł ĺńń¿śšřăűĺ£ ňěšőďă šěőřĺĺ ŕřěŕ£šśšćĺľ.

Šěőřěňă. Ğăňłŋşšőě 2-ňŋőčőőąřăğĺě N őřĺěŋšĺřşěňő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěčő

ŕěřćżľ łńăśś Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ w_1(N) ∈ H_1(N) ŋşńěćőľ.

Ćżůĺśńěŋĺě. H1(N) = Z^{2−χ}_2 .

Őŕřěďěńěŋĺě H_1(N), w_1(N) ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőğĳňěň ŋěłőšőřş¿ šřĺăŋčşń£űĺ¿ T ňŋőčőőąřăğĺ£ N. Ćőğĳňěň ŋăąőř o őřĺěŋšăűĺľ ŋă šřěşčőńĳŋĺłăţ šřĺăŋčşń£űĺĺ T . Łăęďőě řěąřő šřĺăŋčşń£űĺĺ T ŕőłřăśĺň ć łřăśŋżľ űćěš, ěśńĺ őřĺěŋšăűĺĺ ŋă ŕřĺňżłă¿źĺţ ł ŋěňş šřěşčőńĳŋĺłăţ śőčńăśőćăŋż, ĺ ć ąěńżľ ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Őąžěďĺŋěŋĺě łřăśŋżţ řěąěř šřĺăŋčşń£űĺĺ ŋăğżćăěšś£ ŕřěŕ£šśšćş¿źĺň űĺłńőň ω(o): ďăŋŋżľ ŋăąőř o őřĺěŋšăűĺľ šřěşčőńĳŋĺłőć őŕřěďěń£ěš őřĺěŋšăűĺ¿ ňŋőčőőąřăğĺ£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ω(o) = ∅. §śŋő, ůšő ć čřăťě ω(o) ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż ćżţőďĺš ůěšŋőě ůĺśńő łřăśŋżţ řěąěř. Ŕőďčřăťż ďăŋŋőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ ś šăłĺň şśńőćĺěň ŋăğżćă¿šś£ űĺłńăňĺ.

Ěśńĺ ω(o) ≠ ∅, šő o ŋě őŕřěďěń£ěš őřĺěŋšăűĺĺ ňŋőčőőąřăğĺ£, ŋő ěźě ŋě ćśě ŕőšěř£ŋő: ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ ĺğňěŋĺšĳ o, šăł ůšőąż ŕřěŕ£šśšćş¿źĺľ űĺłń śšăń ŕşśšżň. Ďń£ ¡šőčő ćż£śŋĺň, łăł ω(o) ğăćĺśĺš őš o. Ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ őřĺěŋšăűĺĺ őďŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ł w(o) ŕřĺąăćń£ěšś£ (ŕő ňőďşń¿ 2) čřăŋĺűă ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ őřĺěŋšăűĺĺ ŋěśłőńĳłĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć ł w(o) ŕřĺąăćń£ěšś£ śşňňă čřăŋĺű ¡šĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ šăłęě čřăŋĺűěľ śşňňş čřăŋĺű ŋěśłőńĳłĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć.

Őŕěřăűĺ£ śĺňňěšřĺůěśłőľ řăğŋőśšĺ (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, śşňňż ŕő ňőďşń¿ 2) ŕřěćřăźăěš ňŋőęěśšćő ćśěţ űĺłńőć ć ăąěńěćş čřşŕŕş. Ŋăğőćěň űĺłńż ω_1 ĺ ω_2 čőňőńőčĺůŋżňĺ, ěśńĺ ω_1 − ω_2 ěśšĳ čřăŋĺűă. Ŋěšřşďŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő ěśńĺ ω(o) £ćń£ěšś£ čřăŋĺűěľ, šő ňőęŋő ĺğňěŋĺšĳ o ŋă o^′, šăł ůšőąż ŕőńşůĺńőśĳ ω(o^′) = 0. Ŋěšřşďŋő šăłęě ŕőŋ£šĳ, ůšő ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ŋăąőřă o őřĺěŋšăűĺľ ŕřěŕ£šśšćş¿źş¿ űĺłń ω(o) ğăňěŋ£ěšś£ ŋă čőňőńőčĺůŋżľ űĺłń. Čřşŕŕă H_1(N) űĺłńőć ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőńőčĺůŋőśšĺ ŋăğżćăěšś£ őďŋőňěřŋőľ čřşŕŕőľ čőňőńőčĺľ ŕőćěřţŋőśšĺ N (ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć Z_2). Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő őŋă ğăćĺśĺš ĺňěŋŋő őš N, ă ŋě őš T . Łńăśś čőňőńőčĺůŋőśšĺ ŕřěŕ£šśšćş¿źěčő űĺłńă ω(o) ć H_1(N) £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň ŕřěŕ£šśšćĺěň ł őřĺěŋšĺřşěňőśšĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ N. Őŋ ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕěřćżň łńăśśőň Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ. �

Ŕřĺ řăśśşęďěŋĺ£ţ ś čőňőńőčĺůěśłĺňĺ łńăśśăňĺ őążůŋő śŋăůăńă řăąőšă¿š ś ŕřěďśšăćń£- ¿źĺňĺ ĺţ űĺłńăňĺ, ă ŕőšőň ďőłăğżćă¿š ŋěğăćĺśĺňőśšĳ őš ćżąőřă űĺłńă ć ďăŋŋőň łńăśśě čőňőńőčĺľ.

Ć ŋĺęěśńěďş¿źĺţ ğăďăůăţ N | ďćşňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě.

2. a) Ŋăřĺśşľšě ŋěłőšőřżľ ŕřěďśšăćĺšěńĳ w ŕěřćőčő łńăśśă Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ (š.ě. ŕřěŕ£šśšćş¿źĺľ űĺłń) ďń£ šőřă, ąşšżńłĺ Łń£ľŋă ĺ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőčőőąřăğĺě N − w őřĺěŋšĺřşěňő.

b) Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě ăŋăńőč Šěőřěňż ďń£ ňŋőčőőąřăğĺľ ś łřăěň. Ŋăřĺśşľšě ŕřěďśšăćĺšěńĳ ŕěřćőčő łńăśśă Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ (š.ě. ŕřěŕ£šśšćş¿źĺľ űĺłń) ńĺśšă Ňěąĺşśă.

3. 2-ňŋőčőőąřăğĺě őřĺěŋšĺřşěňő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ŋě śőďěřęĺš ńĺśšă Ňěąĺşśă. 4. Ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źĺěś£ űĺłńż ŕőřőęďă¿š H1(N).

5. Ŕěřěśěůěŋĺěň a ∩ b ďćşţ čőňőńőčĺůěśłĺţ łńăśśőć a, b ∈ H1(N) ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ 2 ŕřěďśšăćń£¿źĺţ ĺţ űĺłńőć őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£. Ğăňěšĺň, ůšő ďăęě ěśńĺ ďăŋŋżě čőňőńőčĺůěśłĺě łńăśśż śőćŕăďă¿š, ŕřěďśšăćń£¿źĺě ĺţ űĺłńż ąşďşš řăğńĺůŋż. Ďőłăęĺšě łőřřěłšŋőśšĳ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£.

6. Ŕő ŕńăŋěšě Šőŕőńőčă, ĺňě¿źěľ ťőřňş šőřă, šěłşš řěłĺ Ňěřĺďĺăŋ ĺ Ŕăřăńńěńĳ. Ďćă ňăńěŋĳłĺţ ŕřĺŋűă ŕřőÿńĺ ŕő ŕńăŋěšě ĺ ćěřŋşńĺśĳ ć ĺśţőďŋş¿ šőůłş, ŕřĺůěň őďĺŋ ĺğ ŋĺţ ŕěřěţőďĺń Ňěřĺďĺăŋ 10 řăğ, ă Ŕăřăńńěńĳ 17 řăğ (šřăŋśćěřśăńĳŋő), ă ďřşčőľ { 9 řăğ ĺ 12 řăğ, śőőšćěšśšćěŋŋő. Ďőłăęĺšě, ůšő őďĺŋ ňăńěŋĳłĺľ ŕřĺŋű ćĺďěń śńěďż ďřşčőčő.

7. a) w1(N) ∩ a = a ∩ a ďń£ ń¿ąőčő a ∈ H1(N). Ďń£ čőňőńőčĺůěśłőčő űĺłńă a, ŕřěďśšăćń£ěňőčő ğăňłŋşšőľ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źěľś£ łřĺćőľ, ¡šő ćżřăęěŋĺě řăćŋő 1, ěśńĺ ŕřĺ őąţőďě ćďőńĳ ¡šőľ łřĺćőľ ňěŋ£ěšś£ őřĺěŋšăűĺ£ ĺ řăćŋő 0, ěśńĺ ŋě ňěŋ£ěšś£.

b) w1(N) ∩ w1(N) = χ(N) mod 2.

8. Ŕěřěśěůěŋĺě őŕřěďěń£ěš ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş H1(N) × H1(N) → Z2 řăŋčă 2 − χ(N). 9.* Ĺśŕőńĳğşľšě ťőřňş ŕěřěśěůěŋĺľ ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ăńčőřĺšňă ŋăţőęďěŋĺ£ řőďă čřăťă (ĺďě£ ążńă řăśśłăğăŋă ŋă ğăŋ£šĺĺ).

10. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě ăŋăńőčĺ šěőřěň ĺ ğăďăů ¡šőčő ńĺśšłă ďń£ ňŋőčőőąřăğĺľ ŕřőĺğćőńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ.

2. Ŕőśšřőěŋĺě ěďĺŋĺůŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ

Ěďĺŋĺůŋżň łăśăšěńĳŋżň ćěłšőřŋżň ŕőńěň ŋă ŕőňŋőęěśšćě K čńăďłőčő ďćşňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ N ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő ěďĺŋĺůŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ł N ćěłšőřőć v(x) ć šőůłăţ x ∈ K (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, śěňěľśšćő šőůěł y(x), x ∈ K, ŋăţőď£źĺţś£ ŋă ťĺłśĺřőćăŋŋőň ňăńőň řăśśšő£ŋĺĺ őš šőůłĺ x), čńăďłő ğăćĺś£źĺţ őš šőůłĺ x ∈ K. Ĺśśńěďőćăŋĺě ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ążńő ŋăůăšő Ăŋřĺ Ŕşăŋłăřě ć łăůěśšćěŋŋőľ šěőřĺĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě, śńěďş£ ĺďě£ň Ţăľŋűă Ţőŕťă, ňż ŕőśšřőĺň ŕřěŕ£šśšćĺě ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ ěďĺŋĺůŋőčő (⇔ ŋěŋşńěćőčő) łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ŋă ďăŋŋőň čńăďłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ. Cńőćő ’ŕőńě’ ąşďěš őğŋăůăšĳ ’ěďĺŋĺůŋőě łăśăšěńĳŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě’.

1. Ŋă šőřě ĺ ŋă ń¿ąőň ść£ğŋőň ďćşňěřŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ ś ŋěŕşśšżň łřăěň (ŋě őą£ğăšěńĳŋő őřĺěŋšĺřşěňőň) śşźěśšćşěš ěďĺŋĺůŋőě łăśăšěńĳŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě.

Šěőřěňă İľńěřă-Ŕşăŋłăřě. Ŋă śťěřě ś řşůłăňĺ N ĺňěěšś£ ěďĺŋĺůŋőě łăśăšěńĳŋőě ćěł-

šőřŋőě ŕőńě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ůĺśńő (łńăśś) İľńěřă e(N) ∈ H_0(N, Z) řăćŋő ŋşń¿.

Ćżůĺśńěŋĺě. H0(N, Z)^∼= Zĺ e(N) = χ(N) = 2 − 2g(N). Šăłĺň őąřăğőň, śřěďĺ śťěř ś

řşůłăňĺ šőńĳłő šőř ĺňěěš ěďĺŋĺůŋőě łăśăšěńĳŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě.

Řĺśşŋőł 2.1 ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő ğďěśĳ

Őŕřěďěńěŋĺě H_0(N, Z), e(N) ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő. Cńőćő ’ŕőńě’ ąşďěš őğŋăůăšĳ ’ěďĺŋĺůŋőě łăśăšěńĳŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě’. Śŋăůăńă ďőłăęěň, ůšő ŋă śťěřě S^2 ŋě śşźěśšćşěš ŕőń£. Řăśśňőšřĺň ŋă śťěřě őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ čřăť S^1 ś ďćşň£ ćěřÿĺŋăňĺ (řĺś. 2.1). Ŕőśšřőĺň ŕőńě ŋă őąžěďĺŋěŋĺĺ U_0 ’ÿăŕőůěł’, ńěęăźĺţ ć ŕőńşśťěřăţ ĺ ŕőůšĺ űěńĺłőň ĺţ ŕőłřżćă¿- źĺţ. Őůěćĺďŋő, ůšő ¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ, ŕřĺůěň őďŋőğŋăůŋő (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŋěŕřěřżćŋőľ ďěťőřňăűĺĺ ć łńăśśě ěďĺŋĺůŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ). Ŕő¡šőňş śşźěśšćőćăŋĺě ŕőń£ ŋă S^2 řăćŋőśĺńĳŋő ŕřőďőńęĺňőśšĺ ŕőśšřőěŋŋőčő ŕőń£ ś U_0 ŋă S^2.

Šěŕěřĳ ŕřőďőńęĺň ŕőśšřőěŋŋőě ŕőńě ś U_0 ŋă ŕőďňŋőęěśšćő U_1 ⊂ S^2, ŕőńşůěŋŋőě ĺğ U_0 ďőąăćńěŋĺěň ’ŕěřěňżůěł ňěęďş ÿăŕőůłăňĺ’. Ňăńă£ őłřěśšŋőśšĳ łăęďőčő ĺğ ďćşţ řěąěř čřăťă S^1 ¡łćĺćăńěŋšŋă (ňż ŋě şšőůŋ£ěň, ć łăłőň śňżśńě) ůăśšĺ ŕńőśłőśšĺ. Ŕő¡šőňş ŕőńě ŋă ŕőďňŋőęěśšćě ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ŋă ŕőďňŋőęěśšćě ŕńőśłőśšĺ) őšőęďěśšćń£ěšś£ ś őšőąřăęěŋĺěň ¡šőľ ůăśšĺ ć őłřşęŋőśšĳ: łăęďőňş ćěłšőřş śőŕőśšăćń£- ěšś£ šőůłă ŋă őłřşęŋőśšĺ ś ŋăŕřăćńěŋĺěň ¡šőčő ćěłšőřă. Ń¿ąőě őšőąřăęěŋĺě čřăŋĺűż őšřěğłă ć őłřşęŋőśšĳ ŕřőďőńęăšś£ ŋă őšřěğőł, ĺ ăŋăńőčĺůŋő ń¿ąőě őšőąřăęěŋĺě ďćşţ ŕăřăńńěńĳŋżţ śšőřőŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă ć őłřşęŋőśšĳ ŕřőďőńęăšś£ ŋă ŕř£ňőşčőńĳŋĺł. Ŕő- ¡šőňş ŕőśšřőěŋŋőě ŕőńě ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ś U_0 ŋă U_1. Ğăňěšĺň, ůšő šăłőě ŕřőďőńęěŋĺě ŋěőďŋőğŋăůŋő. Őąőğŋăůĺň ŕőńşůěŋŋőě ŕőńě ŋă U_1 ůěřěğ v.

Ŕőŕřőąşěň ŕřőďőńęĺšĳ ŕőńě v, ğăďăŋŋőě ŋă U_1, ŋă S^2. Ğăňżłăŋĺě ´ ń¿ąőčő ĺğ ďćşţ ďĺśłőć ć S^2 − U_1 ¡łćĺćăńěŋšŋő ůăśšĺ ŕńőśłőśšĺ. Ăŋăńőčĺůŋő řăśśşęďă£ ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ŕőń£ ś čřăŋĺűż ∂´ ďĺśłă ´ ŋă śăň ďĺśł ´, ŕřĺţőďĺň ł ğăďăůě ő ŕřőďőńęěŋĺĺ őšőąřăęěŋĺ£

∂´ → S^1 ŋă ´. Ćżąěřěň őřĺěŋšăűĺ¿ ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ N ĺ őłřşęŋőśšĺ S^1. Şłăţăŋŋőě ŕřőďőńęěŋĺě ćőğňőęŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śšěŕěŋĳ ϵ_Δ(v) őšőąřăęěŋĺ£ ∂´ → S^1 řăćŋă ŋşń¿. Ŕőńőęĺň e(v) = ϵ_Δ+(v) + ϵ_Δ�(v). §śŋő, ůšő ďń£ ŕőń£ v^′, őŕřěďěńěŋŋőčő ŋă ćśěľ śťěřě, e(v^′) = 0. Ďń£ ŕőń£ v, ĺğőąřăęěŋŋőčő ŋă řĺś., e(v) = 1 + 1 = 2 (řăğąěřĺšěśĳ, ŕőůěňş ŋě 1 − 1 = 0!). Řăğńĺůĺě ňěęďş ŕőń£ňĺ v ĺ v^′ ŋă U_1, śőćŕăďă¿źĺňĺ ŋă U_0, ňőęŋő ĺğňěř£šĳ (ĺ ğăďăćăšĳ) ŕăřőľ ůĺśěń (d_+, d_−): ůĺśńő d_± řăćŋő ůĺśńş őąőřőšőć ćěłšőřă ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ őš ŋĺęŋěľ ÿăŕőůłĺ ł ćěřţŋěľ ůěřěğ řěąřő a_± (ŕřĺ ¡šőň ąěřěšś£ ćěłšőř ŕěřćőčő ŕőń£) ĺ őąřăšŋő (ŕřĺ ¡šőň ąěřěšś£ ćěłšőř ćšőřőčő ŕőń£). §śŋő, ůšő ϵ_Δ�(v^′) = ϵ_Δ�(v) ± d_+ ± d_−. Ŕő¡šőňş e(v) = e(v^′) | ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ N | śťěřă ś řşůłăňĺ. Ćőğĳňěň ŋěłőšőřş¿ šřĺăŋčşń£űĺ¿ T ňŋőčőőąřăğĺ£ N. Ŕőśšřőĺň ŕőńě ŋă őąžěďĺŋěŋĺĺ U_0 ďĺśłőć, ńěęăźĺţ ć čřăŋ£ţ šřĺăŋčşń£űĺĺ ĺ ŕőůšĺ űěńĺłőň ĺţ ŕőłřżćă¿źĺţ. Ăŋăńőčĺůŋő śńşůă¿ śťěřż śşźěśšćőćăŋĺě ŕőń£ ŋă N řăćŋőśĺńĳŋő ŕřőďőńęĺňőśšĺ ŕőśšřőěŋŋőčő ŕőń£ ś U_0 ŋă N. Ăŋăńőčĺůŋő śńşůă¿ śťěřż ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŕőśšřőěŋŋőě ŕőńě ŋă U_0 ďő ŕőń£ v ŋă ŕőďňŋőęěśšćě U_1 ⊂ N, ŕőńşůěŋŋőě ĺğ U_0 ďőąăćńěŋĺěň ’ŕěřěňżůěł ňěęďş ďĺśłăňĺ’. Ăŋăńőčĺůŋő śńşůă¿ śťěřż ŕřĺ ŕőŕżšłě ŕřőďőńęĺšĳ ŕőńě v ś U_1 ŋă ćś¿ śťěřş ćőğŋĺłăěš řăśśšăŋőćłă ε(v) űěńżţ ůĺśěń ć ćěřÿĺŋăţ šřĺăŋčşń£űĺĺ, ŕřěŕ£šśšćş¿źă£ šăłőňş ŕřőďőńęěŋĺ¿. Čřşŕŕş ćśěţ řăśśšăŋőćőł űěńżţ ůĺśěń ć ćěřÿĺŋăţ šřĺăŋčşń£űĺĺ T ś őŕěřăűĺěľ ŕőłőňŕőŋěŋšŋőčő śńőęěŋĺ£ őąőğŋăůĺň ůěřěğ

Z^V , čďě V | ůĺśńő ćěřÿĺŋ šřĺăŋčşń£űĺĺ T .

Řăğńĺůĺě ňěęďş ŕőń£ňĺ v ĺ v^′ ŋă U_1, śőćŕăďă¿źĺň ŋă U_0, ňőęŋő ĺğňěř£šĳ (ĺ ğăďăćăšĳ) šăł. Ŋă łăęďőň řěąřě šřĺăŋčşń£űĺĺ T ŕőśšăćĺň ůĺśńő ŕőćőřőšőć ćěłšőřă ŕřĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőň ďćĺęěŋĺĺ ćěłšőřă ŕěřćőčő ŕőń£ őš ŕřăćőčő ďĺśłă őšŋőśĺšěńĳŋő (őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő) řěąřă e ł ńěćőňş ĺ ćěłšőřă ćšőřőčő ŕőń£ őąřăšŋő. Ŕőńşůěŋŋş¿ řăśśšăŋőćłş ŋăğőćěň řăğńĺůă¿źěľ ĺ őąőğŋăůĺň d(v, v^′): ěśńĺ d(v, v^′) = 0, šő ŕőńě v ňőęŋő ŋěŕřěřżćŋő ŕřőďěťőřňĺřőćăšĳ ć łńăśśě ěďĺŋĺůŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ć ŕőńě v^′ (őąřăšŋőě šăłęě śŕřăćěďńĺćő). Čřşŕŕş ćśěţ řăśśšăŋőćőł űěńżţ ůĺśěń ŋă řěąřăţ šřĺăŋčşń£űĺĺ T ś őŕěřăűĺěľ ŕőłőňŕőŋěŋšŋőčő śńőęěŋĺ£ őąőğŋăůĺň ůěřěğ Z^E, čďě E | łőńĺůěśšćő řěąěř šřĺăŋčşń£űĺĺ T . Ěśńĺ ε(v) ≠ 0, šő v ŋě ŕřőďőńęăěšś£ ŋă N, ŋő ěźě ŋě ćśě ŕőšěř£ŋő: ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ ĺğňěŋĺšĳ ŕőńě v ŋă U_1, šăł ůšőąż ŕřěŕ£šśšćş¿źă£ řăśśšăŋőćłă śšăńă řăćŋőľ ŋşń¿. Ďń£ ¡šőčő ćż£śŋĺň, łăł ε(v) ğăćĺśĺš őš v. Ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ŕőń£ ŋă őďŋőň řěąřě e ’ŋă őďĺŋ őąőřőš’ ł ε(v) ŕřĺąăćń£ěšś£ řăśśšăŋőćłă +1 ć ŋăůăńě řěąřă e ĺ −1 ć ěčő łőŋűě (ĺ 0 ŋă ćśěţ őśšăńĳŋżţ ćěřÿĺŋăţ). İšă řăśśšăŋőćłă ŋăğżćăěšś£ čřăŋĺűěľ řěąřă e ĺ őąőğŋăůăěšś£ ∂e. Łăęďőňş řěąřş e őšćěůăěš ’ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£’ řăśśšăŋőćłă e ∈ Z^E ěďĺŋĺűż ŋă řěąřě e ĺ ŋşń£ ŋă őśšăńĳŋżţ řěąřăţ. Őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě ∂ : Z^E → Z^V ťőřňşńőľ ∂(n_1a_1 + · · · + n_ka_k) = n_1∂a_1 + · · · + n_k∂a_k. Šőčďă ε(v) − ε(v^′) = ∂d(v, v^′).

Ŋăğőćěň řăśśšăŋőćłĺ ε_1, ε_2 ∈ Z^V čőňőńőčĺůŋżňĺ, ěśńĺ ε_1 − ε_2 = ∂˙ ďń£ ŋěłőšőřőčő

˙ ∈ Z^E. Čřşŕŕă H0(N, Z) = Z^V /∂(Z^E) řăśśšăŋőćőł ś šőůŋőśšĳ¿ ďő łőčőňőńőčĺůŋőśšĺ

ŋăğżćăěšś£ ŋşńĳňěřŋőľ čřşŕŕőľ čőňőńőčĺľ ŕőćěřţŋőśšĺ N ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć Z. Ĺğ ťőřňşńż ε(v) − ε(v^′) = ∂d(v, v^′) śńěďşěš, ůšő łńăśś İľńěřă e(N) = [ε(v)] ∈ H_0(N, Z) ŋě ğăćĺśĺš őš v. Ğŋăůĺš, e(N) £ćń£ěšś£ ŕřěŕ£šśšćĺěň ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ ŕőń£ ŋă N (ĺ ůăśšĳ ’šőńĳłő šőčďă’ ďőłăğăŋă). Ŋěğăćĺśĺňőśšĳ łńăśśă İľńěřă őš T ňż őśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿ ć łăůěśšćě ğăďăůĺ. Šăł łăł d(v, v^′) ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ń¿ąőě ğŋăůěŋĺě ĺğ čřşŕŕż ∂(Z^E), šő ć śńşůăě ε(v) ∈ ∂(Z^E) ňőęŋő ĺğňěŋĺšĳ v ŋă v^′, ůšőąż ŕőńşůĺńőśĳ ε(v^′) = 0. İšő ďőłăğżćăěš ůăśšĳ ’šőčďă’. �

2. Őŕřěďěńĺšě łńăśś İľńěřă e(N) łăł ŕőńŋőě ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ ěďĺŋĺůŋőčő łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ŋă ğăňłŋşšőň ŋěőřĺěŋšĺřşěňőň ďćşňěřŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ N. Ŋă łăłĺţ ğăňłŋşšżţ ŋěőřĺěŋšĺřşěňżţ ďćşňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺ£ţ śşźěśšćşěš ěďĺŋĺůŋőě łăśăšěńĳŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě?

3.* e(N) = diag ∩ diag, čďě diag ⊂ N × N ěśšĳ ďĺăčőŋăńĳ.

4. Ŕşśšĳ őřĺěŋšĺřşěňőě ďćşňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě N čńăďłő ćńőęěŋő ć R4 (śň. őŕřěďěńěŋĺě čńăďłőčő ćńőęěŋĺ£ ć §4).

a) Ŕőśšřőľšě ŕřěŕ£šśšćĺě —e(N) ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ ěďĺŋĺůŋőčő ŋőřňăńĳŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ | ŋőřňăńĳŋőě ůĺśńő İľńěřă.

b) Ŋőřňăńĳŋőě ůĺśńő İľńěřă řăćŋő N ∩ N.

c) Ŋőřňăńĳŋőě ůĺśńő İľńěřă řăćŋő ŋşń¿.

d) Ćńőęěŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě N ĺňěěš ŕăřş őřšőčőŋăńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ. 5.* Ŕşśšĳ N | ŋěőřĺěŋšĺřşěňőě 2-ňŋőčőőąřăğĺě, ćńőęěŋŋőě ć R4. a,b) Šő ęě, ůšő ĺ ć ğăďăůě 4 (ůĺśńő İľńěřă ąşďěš űěńżň, ă ŋě ćżůěšőň ŕő ňőďşń¿ 2!). c) Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěřż ćńőęěŋĺľ ś ŋěŋşńěćżň ůĺśńőň İľńěřă. d) —e(N) = e(N) mod 2.

6. a) (Šěőřěňă Ţőŕťă) Ŋă ğăňłŋşšőň őřĺěŋšĺřşěňőň n-ňŋőčőőąřăğĺĺ N śşźěśšćşěš ěďĺŋĺůŋőě łăśăšěńĳŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łńăśś İľńěřă e(N) ∈ H0(N, Z) ŋşńěćőľ.

b) Ěśńĺ N ść£ğŋő, šő H0(N, Z) ∼= Zĺ e(N) = χ(N). Ďăńěě, e(N^{2k+1}) = 0 ĺ e(S^{2k} ) = 2. c) Ěśńĺ N ść£ğŋő ĺ ĺňěěš ŋěŕşśšőľ łřăľ, šő łńăśś İľńěřă ńěęĺš ć H0(N, ∂N, Z) ∼= 0 ĺ, ğŋăůĺš, e(N) = 0. 7. Őŕřěďěńĺšě łńăśś İľńěřă e(N) łăł ŕőńŋőě ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ ěďĺŋĺůŋőčő łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ŋă ŋěőřĺěŋšĺřşěňőň n-ňŋőčőőąřăğĺĺ N.

3. Ŕőśšřőěŋĺě őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ śĺśšěň ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ

Ďřşčĺě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě łńăśśż ňőęŋő ’şćĺďěšĳ’ šőńĳłő ŋă ňŋőčőőąřăğĺ£ţ řăğňěřŋőśšĺ šřĺ ĺ ćżÿě. Šřěţňěřŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšřăŋśšćő, ńőłăńĳŋő čőňěőňőřťŋőě R^3. Ŕřĺňěřăňĺ 3-ňŋőčőőąřăğĺľ £ćń£¿šś£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ 2-ňŋőčőőąřăğĺľ ŋă 1-ňŋőčőőąřăğĺ£ (śň. šăłęě ğăďăůş 1).

1. a) Őšőąřăęěŋĺě p : M → N ŋăğżćăěšś£ I-řăśśńőěŋĺěň ŋăď N, ěśńĺ ń¿ąă£ šőůłă x ∈ N ĺňěěš šăłş¿ őłřěśšŋőśšĳ Ox, ůšő p�^1x ∼= Ox × I ĺ łőňŕőğĺűĺ£ ¡šőčő čőňěőňőřťĺğňă ś ŕřőěłűĺěľ ŋă Ox śőćŕăďăěš ś p. Ŕřĺ ¡šőň M ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšřăŋśšćőň řăśśńőěŋĺ£. Ŋăŕřĺňěř, řěčşń£řŋă£ őłřěśšŋőśšĳ (š.ě. ňăńěŋĳłă£ őłřěśšŋőśšĳ ąěğ ’ńĺÿŋĺţ’ ďżř) ďćşňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ć šřěţňěřŋőň £ćń£ěšś£ ŕřőśšřăŋśšćőň I-řăśśńőěŋĺ£. Řăśśńőěŋĺ£ p1 : M1 → N ĺ p2 : M2 → N ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłőľ čőňěőňőřťĺğň h : M1 → M2, ůšő p1 = p2 ∘ h. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő I-řăśśńőěŋĺľ ŋăď ğăňłŋşšżň 2-ňŋőčőőąřăğĺěň N ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋăţőďĺšś£ ćő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś H1(N) (şłăğăŋĺě: őŕřěďěńĺšě ŕěřćżľ łńăśś Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ I-řăśśńőěŋĺ£). Łăł ĺğňěŋĺšś£ őšćěš ďń£ ŋěğăňłŋşšżţ 2-ňŋőčőőąřăğĺľ?

b) S^1-řăśśńőěŋĺ£, ĺţ ŕřőśšřăŋśšćă ĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ őŕřěďěń£¿šś£ ăŋăńőčĺůŋő ś ğăňěŋőľ I ŋă S^1. Ŋăŕřĺňěř, čřăŋĺűă řěčşń£řŋőľ őłřěśšŋőśšĺ ďćşňěřŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ć R^4 £ćń£ěšś£ ŕřőśšřăŋśšćőň S^1- řăśśńőěŋĺ£. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő S^1-řăśśńőěŋĺľ ŋăď ğăňłŋşšżň őřĺěŋšĺřşěňżň ść£ğŋżň 2-ňŋőčőőąřăğĺěň N ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋăţőďĺšś£ ćő ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś Z(şłăğăŋĺě: őŕřěďěńĺšě ůĺśńő ĺńĺ łńăśś İľńěřă I-řăśśńőěŋĺ£). Łăł ĺğňěŋĺšś£ őšćěš ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ 2-ňŋőčőőąřăğĺľ?

Şůěŋĺł Ţőŕťă İďşăřď Ÿšĺťěńĳ řăśśňőšřěń ğăďăůş ő ŕőśšřőěŋĺĺ ŕăřż, šřőľłĺ, etc. őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ŋă ďăŋŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ (ććĺďş łăŋőŋĺůŋőśšĺ ŕřőűěśśă Čřăňă-Ÿňĺďšă őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőśšĳ ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă ńĺŋěľŋş¿ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ). Řăğćĺćă£ ĺďěĺ Ţőŕťă, őłőńő 1934 őŋ ŕřĺÿěń ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ łńăśśőć (őłőŋůăšěńĳŋă£ ťőřňăńĺğăűĺ£ ążńă ğăćěřÿěŋă Ŋőřňăŋőň Śšĺŋřőďőň). Ń¿ąőŕżšŋő, ůšő Ÿšĺťěńĳ ŋăůăń ś ůăśšŋőčő śńşůă£ őřĺěŋšĺřşěňżţ 3-ňŋőčőőąřăğĺľ ĺ ŕżšăńś£ ŕőśšřőĺšĳ ŕřĺňěř šăłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£, ŋă łőšőřőň ŋě śşźěśšćşěš ŕăřż (⇔ šřőľłĺ) őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ. Ğăšěň, ĺśŕőńĳğş£ śćő¿ šěőřĺ¿, őŋ ďőłăğăń, ůšő šăłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ŋěš. Ŕőğęě ążńő ŕřőďěńăŋő ňŋőčő ďřşčĺţ łőŋłřěšŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ, ďă¿źĺţ ĺŋšěřěśŋżě śńěďśšćĺ£ (ŋăŕřĺňěř, ŋěśşźěśšćőćăŋĺě ăńčěąř ś ďěńěŋĺěň ŋă R^n ďń£ n ≠ 2^k).

Šěőřěňă Ÿšĺťěń£ (ůăśšŋżľ śńşůăľ). Ŋă ğăňłŋşšőň 3-ňŋőčőőąřăğĺĺ N śşźěśšćşěš

ŕăřă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćšőřőľ łńăśś Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ w_2(N) ∈ H_1(N) ŋşńěćőľ.

Ćżůĺśńěŋĺě. w2(N) = 0 ďń£ őřĺěŋšĺřşěňőčő 3-ňŋőčőőąřăğĺ£ N.

Śńěďśšćĺě. Ń¿ąőě őřĺěŋšĺřşěňőě 3-ňŋőčőőąřăğĺě ĺňěěš šřőľłş őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ

łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ.

Ŋăąřőśőł őŕřěďěńěŋĺ£ H_1(N), w_2(N) ĺ ďőłăğăšěńĳśšćă. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕăřş őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ŕřőśšő ŕăřőľ ŕőńěľ. Šřĺăŋčşńĺřşěň ňŋőčőőąřăğĺě N. Ŕőśšřőĺň ŕăřş ŕőńěľ ŋă šřěţňěřŋżţ ÿăřăţ, ŋěňŋőčő ňěŋĳÿĺţ 3-śĺňŕńěłśőć šřĺăŋčşń£űĺĺ. Ŕřőďőńęĺň ŕăřş ŕőńěľ ŋă šřşąłş, śőěďĺŋ£¿źş¿ ďćă šăłĺţ ÿăřă ĺ ŕřőšżłă¿źş¿ ďćşňěřŋş¿ čřăŋĳ šřĺăŋčşń£űĺĺ. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő őłřěśšŋőśšĳ ¡šőľ šřşąłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋă ŕőďňŋőęěśšćş ŕřőśšřăŋśšćă R^3. Šőčďă łăęďőľ ŕăřě ćěłšőřőć ć šőůłě x ŋă ¡šőľ šřşąłě śőŕőśšăćĺšś£ ŕăřă ćěłšőřőć ć R^3, ă ćśěľ šřşąłě | őšőąřăęěŋĺě řěąřă ć SO_3 (ŕřőśšřăŋśšćő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ řěŕěřőć ć R^3). Ĺğ ść£ğŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă SO_3 śńěďşěš, ůšő ŕőśšřőěŋŋă£ ŕăřă ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ŕřőďőńęăěšś£ ŋă 1-őśšőć.

Ŕřőďőńęĺň ŕăřş ŕőńěľ ŋă ŕřőąłş, śőěďĺŋ£¿źş¿ ÿăřż ĺ šřşąłĺ ĺ ŕřőšżłăěňş¿ řěąřőň šřĺăŋčşń£űĺĺ. Őšőąřăęěŋĺě ’ąőłőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ’ ŕřőąłĺ ć SO_3 śőőšćěšśšćşěš ¡ńěňěŋšş ĺğ π_1(SO_3) ∼= Z_2. Ěśńĺ ¡šőš ¡ńěňěŋš ŋěŋşńěćőľ, ŕőłřăśĺň řěąřő, ŕřőšżłă¿źě ŕřőąłş, ć łřăśŋżľ űćěš. Šăłĺň őąřăğőň, ğăďăŋĺ¿ ŕăřż w őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ŋă őąžěďĺŋěŋĺĺ ďĺśłőć ĺ šřşąőł śőőšćěšśšćşěš łřăśŋżľ ŕőďčřăť ε(w) ďăŋŋőľ šřĺăŋčşń£- űĺĺ. Ć ŋăÿěň śńşůăě ůĺśńő łřăśŋżţ řěąěř, ćżţőď£źĺţ ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż, ůěšŋő. Ŕőďčřăťż ś šăłĺň şśńőćĺěň ŋăğżćă¿šś£ (őďŋőňěřŋżňĺ) űĺłńăňĺ. Ďăńěě ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş őŕřěďěń£ěšś£ čőňőńőčĺůŋőśšĳ űĺłńőć, čřşŕŕă H_1(N) ĺ ćšőřőľ łńăśś Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ w_2(N) = [ε(w)] ∈ H_1(N). Ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş ŕřőćěř£ěšś£, ůšő w_2(N) = 0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă w ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă őąžěďĺŋěŋĺě U_2 ÿăřőć, šřşąőł ĺ ŕřőąőł. Ŕăřş ŕőńěľ w őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ŋă U_2 ćśěčďă ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă ŋă ćśě ňŋőčőőąřăğĺě N (ŕőśłőńĳłş π_2(SO_3) = π_2(RP^3) = π_2(S^3) = 0). �

2. Ŕşśšĳ N | ğăňłŋşšőě őřĺěŋšĺřşěňőě ůěšżřěţňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě.

a) Őŕřěďěńĺšě H2(N) ĺ w2(N) ∈ H2(N) łăł (ŋě ŕőńŋőě) ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śĺśšěňż ĺğ šřěţ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ.

b) Šő ęě łăł ŕőńŋőě ŕřěŕ£šśšćĺě ł śşźěśšćőćăŋĺ¿ śŕĺŋőřŋőľ śšřşłšşřż ŋă N. c) Őŕřěďěńĺšě ťőřňş ŕěřěśěůěŋĺľ ∩ : H2(N) × H2(N) → Z2 ĺ ďőłăęĺšě, ůšő a ∩ a = w2 ∩ a ďń£ ń¿ąőčő a ∈ H2(N) (ąőńěě šőůŋő, ¡šő ćżřăęěŋĺě řăćŋő ŋşń¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć őłřěśšŋőśšĺ ń¿ąőčő űĺłńă, ŕřěďśšăćń£¿źěčő a, ňőęŋő ććěśšĺ śŕĺŋőřŋş¿ śšřşłšşřş).

d) w2(N) ∩ w2(N) = χ(N) mod 2.

e) Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě ăŋăńőčĺ ğăďăů (a)-(d) ďń£ ŋěőřĺěŋšĺřşěňżţ ĺńĺ ŋěğăňłŋşšżţ 4-ňŋőčőőąřăğĺľ.

Šěőřěňă Ÿšĺťěń£ (őąźĺľ śńşůăľ). Ěśńĺ ŋă ğăňłŋşšőň őřĺěŋšĺřşěňőň n-ňŋőčőőąřăğĺĺ

N śşźěśšćşěš k őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ (1 < k < n), šő (n − k + 1)-ľ łńăśś Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ W_{n−k+1}(N) ∈ H_{k−1}(N, Z_{(n−k)}) ŋşńěćőľ. Ůěřěğ Z_{(i)} őąőğŋăůăěšś£ čřşŕŕă Zďń£ ůěšŋőčő i ĺ Z_2 ďń£ ŋěůěšŋőčő i.

Ŕřĺňěř ćżůĺśńěŋĺ£. wi(RP^n) = C^i_n mod 2, čďě wi(N) ∈ H^i(N, Z2) | ŕřĺćěďěŋĺě ŕő

ňőďşń¿ 2 ŕřěŕ£šśšćĺ£ W_i(N) (łőšőřőě ńěčůě ćżůĺśń£ěšś£).

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ŋă R^n ĺňěěšś£ śšřşłšşřă ăńčěąřż ś ďěńěŋĺěň, šő n ěśšĳ śšěŕěŋĳ

ďćőľłĺ.

Ŋăąřőśőł őŕřěďěńěŋĺ£ H_{k−1}(N, Z_{(n−k)}), W_{n−k+1}(N) ĺ ďőłăğăšěńĳśšćă. Ŕşśšĳ V_{n,k} | ňŋőčőőąřăğĺě Ÿšĺťěń£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ k-řěŕěřőć ć R^n. Ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş, ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ π_i(V_{nk}) = 0 ďń£ i < n − k, śńěďşěš, ůšő k ŕőńěľ ąěśŕřěŕ£šśćěŋŋő śšřő£šś£ ŋă (n − k)-őśšőćě. Ŕőśłőńĳłş π_{n−k}(V_{nk}) = Z_{(n−k)} ďń£ 1 < k < n, šő ŕřĺ ŕřőďőńęěŋĺĺ ŕőń£ ŋă (n − k + 1)-őśšőć ŕő£ćń£ěšś£ ŕřěŕ£šśšćĺě W_{n−k+1} ∈ H^{k−1}(N, Z_{(n−k)}) (łőšőřőě şęě ŋě £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň). �

3. Őŕřěďěńĺšě őŕĺśăŋŋżň ćżÿě śŕőśőąőň w1 ĺ ŕőłăęĺšě, ůšő ¡šő őŕřěďěńěŋĺě śőćŕăďăěš ś ŕőńşůěŋŋżň ć §1.

4. Ć 1942 Ńěć Śěňěŋőćĺů Ŕőŋšř£čĺŋ ŕřĺďşňăń ŋőćżě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě łńăśśż. Ćńăďĺňĺř Ăąřăňőćĺů Řőţńĺŋ ŕőłăğăń, ůšő ¡šĺ łńăśśż ěśšěśšćěŋŋő ŕő£ćń£¿šś£ ŕřĺ őąőąźěŋĺĺ ğăďăůĺ Ÿšĺťěń£: ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ śĺśšěňż łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ, ŋěłőšőřżě ťĺłśĺřőćăŋŋżě ŕőďśĺśšěňż łőšőřőľ ĺňě¿š řăŋč, ŋě ňěŋĳÿĺľ ďăŋŋőčő řăŋčă (śćőěčő ďń£ łăęďőľ ĺğ ¡šĺţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ŕőďśĺśšěň). Ć ďăńĳŋěľÿěň őłăğăńőśĳ, ůšő łńăśśż, řăśśňőšřěŋŋżě Ŕőŋšř£čĺŋżň, ğăćĺśĺňż (ňż ŋě şšőůŋ£ěň, ć łăłőň śňżśńě) ňěęďş śőąőľ ĺ ś łńăśśăňĺ Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ. Ŕő¡šőňş śřěďĺ ćśěţ ¡šĺţ łńăśśőć ćżďěńěŋż łńăśśż Ŕőŋšř£čĺŋă, őąřăğş¿źĺě ’ňăłśĺňăńĳŋş¿ ŋěğăćĺśĺňş¿ śĺśšěňş’.

Őŕřěďěńĺšě j-ľ łńăśś Ŕőŋšř£čĺŋă p_j (N) ∈ H^{4j} (N, Z) łăł ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ śĺśšěňż ĺğ n−2j+2 ćěłšőřőć, ĺňě¿źěľ řăŋč ŋě ňěŋěě n − 2j + 1 ć łăęďőľ šőůłě.

4. Ŕőčřşğĺňőśšĳ ĺ ćńőęĺňőśšĳ ňŋőčőőąřăğĺľ

Čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě f : N → R^m čńăďłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ N ŋăğżćăěšś£ ŕőčřşęěŋĺěň, ěśńĺ df(x) ≠ 0 ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ N. Ŕőčřşęěŋĺě f : N → R^m ŋăğżćăěšś£ ćńőęěŋĺěň, ěśńĺ őŋő ĺŋžěłšĺćŋő. Ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, ń¿ąőě n-ňŋőčőőąřăğĺě ćłńăďżćăěšś£ ć R^{2n+1} ĺ ŕőčřşęăěšś£ ć R^{2n}. Ć 1935 čőďş Ţőŕť řăśśłăğăń ő řěğşńĳšăšăţ Ÿšĺťěń£ ŋă Ňěęďşŋăřőďŋőľ šőŕőńőčĺůěśłőľ łőŋťěřěŋűĺĺ ć Ňőśłćě. Šăň ćż£śŋĺńőśĳ, ůšő Ţăśśńěř Şĺšŋĺ őłőńő 1934 č. šőęě ěśšěśšćěŋŋő ŕřĺÿěń ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ łńăśśőć, ĺğşůă£ ćńőęĺňőśšĳ ĺ ŕőčřşğĺňőśšĳ n-ňŋőčőőąřăğĺľ ć R^m ś m < 2n + 1 ĺ m < 2n, śőőšćěšśšćěŋŋő. Ĺśŕőńĳğş£ śćő¿ šěőřĺ¿, Şĺšŋĺ ďőłăğăń ćńőęĺňőśšĳ n-ňŋőčőőąřăğĺľ ć R^{2n}, ĺţ ŕőčřşğĺňőśšĳ ć R^{2n−1}, ă šăłęě ŋěćńőęĺňőśšĳ ĺ ŋěŕőčřşğĺňőśšĳ ŋěłőšőřżţ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ŕőğęě ążńő ŕřőďěńăŋő ňŋőčő ďřşčĺţ łőŋłřěšŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ, ďă¿źĺţ ĺŋšěřěśŋżě śńěďśšćĺ£.

Šěőřěňă Şĺšŋĺ. Ěśńĺ ğăňłŋşšőě őřĺěŋšĺřşňőě n-ňŋőčőőąřăğĺě N ŕőčřşğĺňő ć R^m, šő

(m − n + 1)-ľ ŋőřňăńĳŋżľ łńăśś Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ —W_{m−n+1}(N) ∈ H_{2n−m+1}(N, Z_{(m−n)}) ŋşńěćőľ.

Ŕřĺňěřż ćżůĺśńěŋĺľ.^kP_{i=0} C^{k−i}_n —wi(RP^n) = 0, čďě k > 1 ĺ —wi(N) ∈ H^i(N, Z2) | ŕřĺ-

ćěďěŋĺě ŕő ňőďşń¿ 2 ŕřěŕ£šśšćĺ£ —W_i(N). Ěśńĺ q ňěŋĳÿě łőńĺůěśšćă ěďĺŋĺű ć ďćőĺůŋőľ ğăŕĺśĺ ůĺśńă n, šő —w_{n−q}(N) = 0.

Ŕřĺňěřż śńěďśšćĺľ. Ěśńĺ n ěśšĳ śšěŕěŋĳ ďćőľłĺ, šő RP^n ŋě ćńőęĺňő ć R^{2n−1} ĺ ŋě ŕőčřşğĺňő ć R^{2n−2}.

Ŋăąřőśőł őŕřěďěńěŋĺ£ H_{2n−m+1}(N, Z_{(m−n)}), —W_{m−n+1}(N) ĺ ďőłăğăšěńĳśšćă. Ěśńĺ N ŕőčřşğĺňő ć R^{2n−1}, šő ďń£ łőňŕőğĺűĺĺ N^n → R^{2n−1} ⊂ R^{2n} ŕőčřşęěŋĺ£ ĺ ćłń¿ůěŋĺ£ śşźěśšćşěš ěďĺŋĺůŋőě ŋőřňăńĳŋőě ćěłšőřŋőě ŕőńě. Ăŋăńőčĺůŋő šěőřěňě Ţőŕťă, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŋőřňăńĳŋżľ łńăśś İľńěřă —e(N, f) ∈ H^n(N, Z) łăł ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ ěďĺŋĺůŋőčő ŋőřňăńĳŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ďń£ ŕőčřşęěŋĺ£ f : N → R^{2n}. Ĺšăł, ěśńĺ N ŕőčřşęăěšś£ ć R^{2n−1}, šő —e(N, f) = 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő őšőąřăęěŋĺ£ f, ă ĺňěŋŋő, ďń£ łőňŕőğĺűĺĺ f : N^n → R^{2n−1} ⊂ R^{2n} (śň. ğăďăůş 2.4). Ăŋăńőčĺůŋő ďń£ łőňŕőğĺűĺĺ f :

N → R^{2n−1} → R^M ŕőčřşęěŋĺ£ ĺ ćłń¿ůěŋĺ£ řăćŋő ŋşń¿ Z2-ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿

M − 2n + 1 őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŋőřňăńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ, ŋăğżćăěňőě n-ň ŋőřňăńĳŋżň łńăśśőň Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ —w_n(N, f) ∈ H_0(N). Ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ N ŕőčřşğĺňő ć R^m, šő ďń£ łőňŕőğĺűĺĺ f : N → R^m → R^M ŕőčřşęěŋĺ£ ĺ ćłń¿ůěŋĺ£ řăćŋő ŋşń¿ ŕřěŕ£šśšćĺě ł ŕőśšřőěŋĺ¿ M −m ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ŋőřňăńĳŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ, ŋăğżćăěňőě (m − n + 1)-ň ŋőřňăńĳŋżň łńăśśőň Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ —W_{m−n+1}(N, f) ∈ H_{2n−m+1}(N, Z_{(m−n)}). Őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ —W_{m−n+1}(N, f) őš f. Łńăśś —W_{m−n+1}(N, f) śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ łőňŕőğĺűĺĺ f : N → R^M ś ćłń¿ůěŋĺěň R^M ⊂ R^K, ŕőśłőńĳłş čőňőňőřťĺğň ćłń¿ůěŋĺ£ π_{m−n}(V_{M−n,M−m}) → π_{m−n}(V_{K−n,K−m} ) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřĺ M ≥ m+2. Ćőğĳňěň šěŕěřĳ ďćă řăğŋżţ ŕőčřşęěŋĺ£ f, g : N → R^m. Šăł łăł τ ⊕ν_f = τ ⊕ν_g = m, šő ν_f ⊕m = ν_g ⊕m, ĺ —W_{m−n+1}(N, f) = —W_{m−n+1}(N, g). � 1. Ăŋăńőčĺůŋő ŋőřňăńĳŋżň łńăśśăň Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ, ŋőřňăńĳŋżě łńăśśż Ŕőŋšř£čĺŋă ŕřěŕ£šśšćş¿š ŕőčřşğĺňőśšĺ: ěśńĺ őřĺěŋšĺřşěňőě n-ňŋőčőőąřăğĺě N ŕőčřşğĺňő ć R^m, šő k-ľ ŋőřňăńĳŋżľ łńăśś Ŕőŋšř£- čĺŋă —p^k(N) ∈ H^{4k}(N, Z) ŋşńěćőľ ďń£ 2k > m − n.

2. Ŕşśšĳ f, f0 : N → R^m | ďćă ŕőčřşęěŋĺ£ n-ňŋőčőőąřăğĺ£ N, ŋăţőď£źĺěś£ ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺ. a) Eśńĺ N őřĺěŋšĺřşěňő ĺ m = 2n, šő fN ∩ f0N ěśšĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő šőůěł śő ğŋăłăňĺ, śşňňă łőšőřżţ řăćŋă 0 ĺ řăćŋă —e(N, f).

b) Eśńĺ f, f0 | ćńőęěŋĺ£, šő f�^1(fN ∩ f0N) ěśšĳ ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ N, čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś łőšőřőčő řăćěŋ 0 ĺ ďćőľśšćěŋěŋ ŕő Ŕşăŋłăřě ł —wm�n(N).

ś) Šőčďă f�^1(fN ∩ f0N) ĺ ˚(f) = Cl{x ∈ N : |f�^1fx| ≥ 2} ěśšĳ ŕőčřşęěŋŋżě ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ N, ŕřĺůěň čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś ŕěřćőčő řăćěŋ 0, ă ćšőřőčő —wm�n(N) (ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš f).

3. a) Ěśńĺ n-ňŋőčőőąřăğĺě N ćńőęĺňő ć R^m, šő —wm�n(N) = 0. b) Ěśńĺ ł šőňş ęě N őřĺěŋšĺřşěňő ĺ m − n ůěšŋő, šő —p m�n2 (N) = 0 (śň. Ğăďăůş 2).